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kliknij po wiecej

1. Co to jest zbior, suma, iloczyn i réznica
zbiorow, dopelnienie zbioru; wlasnosci
dzialan na zbiorach?

Definicje i wzory:

Zbidr jest to pojecie pierwotne. Oznacza to, ze sie go nie definiuje, ze
jest to pojecie intuicyjne i oczywiste. Mozemy jednak sprobowacé
okresli¢, czym jest zbior. Jest to kolekcja, zesp6t roznych elementéw,
ktore s rozpatrywane jako cato$¢. Moga to by¢ liczby, przedmioty,
osoby itd.

Zbior przedstawiamy w matematyce na kilka sposobow:

e graficznie, np.

e za pomoca wyliczenia, wypisujac elementy, np. 4={1,2,3,4}

Sumga zbiorow A i B (ozn. AUB) nazywamy zbior wszystkich tych
elementow, ktore nalezg do zbioru A lub do zbioru B. Innymi slowy,
jest to zbior elementéw, ktére naleza do co najmniej jednego ze

zbiorow: A, B.
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Iloczynem zbioréw A i B (ozn. ANB) nazywamy wszystkie elementy,
ktére jednocze$nie naleza do obu tych zbioréw. Inaczej rzecz biorac

jest to cze$¢ wspolna tych zbioréw (A i B).

-

Roznica zbiorow A i B (ozn. A\B) nazywamy wszystkie elementy,

ktére nalezg do zbioru A, ale nie naleza do zbioru B.

Dopekieniem zbioru A do przestrzeni 'QQ nazywamy wszystkie te

elementy zbioru 'Q, ktére nie nalezg do zbioru A, czyli @\4

1 0znaczamy A4’
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Podstawowe zasady dzialan na zbiorach:

(A4UB)'= 4'NB'-1prawo De Morgana

(ANB)'= A'UB'-II prawo De Morgana

AN B = BN 4 - przemienno$¢ iloczynu zbiorow

AU B = BU 4 - przemienno$¢ sumy zbiorow

(ANB)NC = AN(BNC) - lgczno$é iloczynu zbiorow

(AUB)UC = AU(BUC) - lacznos¢ sumy zbioréw

(ANB)UC = (AUC)N(BUC) - rozdzielno§¢ dodawania zbioréow
wzgledem mnozenia

(AUB)NC = (ANC)U(BNC) - rozdzielno§¢ mnozenia zbiorow

wzgledem dodawania

Sposdb rozwiazywania zadan:

Wiekszo$¢ zadan dotyczaca dzialan na zbiorach opiera sie na
prostych regutach rozumowania. Podane sa pewne zbiory i nalezy
znalez¢ ich sume, réznice badz iloczyn. Zasadniczo istnieja 3 typy

takich zadan:

1. Okre$lone sa zbiory liczbowe. Naszym zadaniem jest wskazanie
tych, ktore nalezg do ich r6znicy, sumy lub iloczynu. Zbiory te

moga by¢ przedstawione za pomoca przedzialdbw liczbowych (co
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dokladnie zostanie omoéwione w punkcie 7' wymagan
egzaminacyjnych) lub wyliczen.

2. W postaci graficznej przedstawione s 2-3 zbiory na plaszczyznie.
Nalezy zaznaczy¢ sume, réznice, iloczyn. Innym wariantem tego
zadania jest zapisanie za pomoca dzialan na zbiorach
zaznaczonego obszaru.

3.Zadania podobne jak w podpunkcie 1. lub 2., ale nalezy skorzysta¢

z zasad dzialan na zbiorach przedstawionych powyzej.

Aby rozwiaza¢ zadania z punktu 1. postepujemy w nastepujacy

Sposob:

I sposéb:

e Jezeli zbior jest przedstawiony w postaci wyliczenia, to okreslamy
jasno, ktére elementy naleza do ktérego zbioru. Nastepnie w razie
konieczno$ci oznaczamy dane zbiory — najlepiej pierwszymi
literami alfabetu: A, B, C.

e Jesli mamy wskaza¢ zbior bedacy suma zbioréow A i B, to szukamy
tych, ktore naleza do ktoregokolwiek z nich. Jednym slowem s3 to
wszystkie elementy z A + wszystkie elementy z B.

e Jesli naszym zadaniem jest wskazanie zbioru bedacego roznica
zbioréw A i B, tzn. 4\Bto szukamy tych elementow, ktére naleza
do A, ale nie naleza do B.

e Jezeli natomiast naszym zadaniem jest wskazanie iloczynu, to

wypisujemy elementy nalezace jednocze$nie do obydwu zbioréw.

Warto zauwazyc¢, ze jest jeszcze jeden sposob:
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I1 sposoéb:

e Rysujemy okregi w postaci nastepujacej (dla 2 zbiorow)

e Sprawdzamy kazdy element po kolei, patrzac czy nalezy do zbioru
A, czy do zbioru B, czy moze do obu jednocze$nie. W pierwszym
przypadku  wpisujemy do obszaru zaznaczonego na
pomaranczowo, w drugim do zélego obszaru, a jesli do obu, to

wpisujemy do obszaru szarego.

e Teraz wida¢ jasno i wyraznie, ktére elementy naleza do ktoérego
zbioru. Dla przykladu: elementy F oraz G naleza do zbioru A, ale
nie naleza do zbioru B (czyli naleza do A, a takze do réznicy 4\B
oraz sumy 4U B, ale nie nalezg do iloczynu 4N B ani réznicy B\4 ).
Element I nalezy do B, ale nie nalezy do A (nalezy wiec do réznicy
B\4 oraz sumy 4U B, ale nie nalezy do iloczynu 4nBani r6znicy

A\B). Element H nalezy jednocze$nie do obu tych zbioréow, czyli
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nie nalezy do ktérejkolwiek roéznicy, ale nalezy do sumy zbioréw

Au Boraz do ich iloczynu 4N B.

e Pozostaje nam wypisa¢ to, co zauwazyliSmy.

W sytuacji, gdy mamy rozwiaza¢ zadanie typu drugiego (z punktu
2.), postepujemy analogicznie do opisanego powyzej sposobu, badz

po prostu zauwazamy, spostrzegamy rozwigzania.

Jesli mamy zaznaczy¢ na plaszczyznie w postaci graficznej sume
zbiorow A i B, to zaznaczamy cale zbiory (wszystkie elementy
zbioréw) A oraz B. W przypadku réznicy zbioréw 4\Bzaznaczamy
tylko te cze$¢ zbioru A (lub tylko te jego elementy), ktéra nie nalezy
do B. Jesli mamy wskaza¢ iloczyn A i B, to zaznaczmy cze$¢ wspo6lng

(badz elementy wspolne).

W przypadku nieco trudniejszych postaci, np.(4NB)\Cnajpierw
zaznaczamy iloczyn w nawiasie 4N B, a nastepnie od powstalego
iloczynu odejmujemy zbiér C. Innymi stowy, najpierw wykonujemy
dzialania w nawiasie najbardziej wewnetrznym (jesli jest ich wiecej),

a nastepnie wykonujemy dzialania na powstalych zbiorach.

Na przyklad w dzialaniu nastepujacym: FU((4nB)\C)uD dzialania

wykonujemy w nastepujacej kolejnosci:

Zlote Mysli


http://matematyka-zbiory-liczby.zlotemysli.pl/mp.php
http://www.zlotemysli.pl/mp.php

kliknij po wiecej

e (4nB)-iloczyn

e ((ANB)\C)-rbdznica

e FU((ANBN\C)UD - sumy (badz oddzielnie — najpierw jedna sume,
a nastepnie druga — kolejno$¢ dowolna)

W sytuacji, gdy mamy opisa¢ za pomoca dzialan kilka zbioréw

przedstawionych w sposob graficzny na plaszczyznie, np:

C

sprawdzamy, do jakich zbioro6w zaznaczona cze$¢ nalezy, a do jakich
nie nalezy. W podanym przypadku widzimy, ze nalezy do cze$ci
wspélnych zbioréw Ci B oraz Ci A. Mozemy wiec zapisa¢ rozwigzanie

jako sume iloczynéw: 4nCoraz BNC,awiec: (ANC)U(BNC).

Spo6jrzmy na to w inny sposob. Na rysunku widzimy 3 zakolorowane

czesci:

/<
9,
‘ -

Opiszmy wiec kazda z nich oddzielnie:
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I czesc jest to czeS¢ wspolna zbiorow A i C, ale bez czeSci nalezacej do

B. Mozemy wiec zapisa¢ to w nastepujacy sposob: (ANC)\B ,

IT czeSt jest to czeS¢ wspoOlna wszystkich trzech zbiorow, czyli
ANBNC,

IIT cze$¢ jest to cze$¢ wspolna zbioréw C oraz B, ale bez czeSci

nalezacej do A. Zapiszmy wiec to w postaci: (BNC)\4 .

Mozemy teraz zsumowac te zbiory i powstanie nam zaznaczony na

pomaranczowo obszar:
((ANCI\B)U(ANBNC)U((BNC)\A)

Korzystajac z wlasnosci dzialan na zbiorach mozemy doprowadzi¢ do

postaci (4NC)U(BNC).

Warto jednak zauwazy¢, ze mozna to znacznie uprosci¢, jeSli

przedstawimy obszary w nieco inny sposob:
Suma I i IT czeSci — cze$¢ wspdlna A i C, czyli ANC
Suma II i IIT cze$ci — cze$¢ wspolna Bi C, czyli BNC

Wystarczy teraz tylko zsumowaé powstale zbiory i otrzymujemy

rozwigzanie: (4ANC)U(BNC) .

Pozostal jeszcze jeden typ zadan — zadania z punktu 3. W zadaniach
tych postepujemy analogicznie do zadan z punktéw 1. oraz 2., ale
korzystajac z podanych wlasnosci. Nie trzeba jednak uczy¢ sie ich na

pamie¢ — wystarczy je zrozumie¢. Bardzo dobrym sposobem na to
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e str. 12

jest rozrysowanie sobie tych rowno$ci w postaci graficznej krok po

kroku. Dzieki temu bardzo latwo jest zrozumie¢ sens tego zapisu.

Dla przykladu rozwaze I prawo De Morgana: (4UB)'= 4'NB’

£2 B

Najpierw rozrysowuje lewa strone rownania, tzn. (4UB)’. Zaczynam

od sumy AUB:

Nastepnie musze narysowaé dopelnienie powstalego zbioru, czyli
(A4UB)':

Teraz rozrysowuje prawa strone réwnania, a mianowicie: 4'NB’.

Zaczynam od najprostszych elementéw, a mianowicie: 4'oraz B':

LB ]
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Nastepnie mnoze przez siebie powstale zbiory (tzn. wyznaczam czesé

wspolng 4 'NB"):

Jak wida¢ powstaly zbior jest rowny temu, ktéry otrzymaliSmy
wyznaczajac lewa strone rdéwnania. Tym samym dowiedliSmy
prawdziwosci I prawa De Morgana. Nie jest to dowod formalny, ale
ukazuje, czym s3 i z czego powstaja te prawa oraz zasady dzialan na

zbiorach.
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8. Zasada indukcji matematycznej

Definicje i wzory:

Indukcja matematyczna — sposob dowodzenia twierdzen , ktore

odnosz3 sie do liczb catkowitych, dokonany w nastepujacy sposob:

Niech P(n) bedzie twierdzeniem dla liczby n nalezacej do liczb
calkowitych. Mozna udowodni¢ twierdzenie P(n) (o ile jest
prawdziwe) dla kazdej liczby calkowitej (najczesciej jednak brane sa
pod uwage tylko liczby naturalne). Indukcja matematyczna sklada

sie z dwoch etapow:

I. Pokazanie, ze twierdzenie P(n) jest prawdziwe dla pewnego 7, -
poczatkowego, czyli ze P(n,)jest prawdziwe. Zazwyczaj n,jest
rowne 1 lub o, czyli pierwszej liczbie, dla ktérej obowigzuje dane
twierdzenie (najczeSciej jest to twierdzenie dotyczace liczb

naturalnych).

I1. Zalozenie, ze twierdzenie P(n) jest prawdziwe dla n i pokazanie,
ze ztego zalozenia wynika, ze twierdzenie P(n) jest prawdziwe

dla n+1, czyli, ze P(n+1) jest prawdziwe.
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Sposbb rozwiazywania zadan:

Aby poprawnie rozwigzywac¢ zadania nalezy zrozumie¢ sens indukcji
matematycznej. Polega ona na tym, ze najpierw pokazujemy, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla (np.) jedynki. Nastepnie pokazujemy,
ze z prawdziwoSci twierdzenia dla liczby n wynika prawdziwos$¢ dla
nastepnej liczby. Jak mozna wywnioskowa¢, jezeli z prawdziwos$ci
twierdzenia dla liczby poprzedniej wynika prawdziwo$é tego
twierdzenia dla liczby nastepnej (czyli punkt II. indukcji
matematycznej), to z prawdziwoSci twierdzenia dla (liczby
poczatkowej, np.) jedynki wynika prawdziwo$¢ twierdzenia dla
dwojki. Dalej z prawdziwosci twierdzenia dla dwoéjki wynika jego
prawdziwos¢ dla tréjki... itd. itd. Tym samym pokazujemy

prawdziwos$¢ twierdzenia dla kazdej liczby catkowitej dodatnie;.

Aby zrozumien dokladnie indukcje matematyczng, nalezy rozwiazaé
kilka zadan. Pokaze Ci wiec na kilku przykladach, jak rozwigzywac

zadania dotyczace tego zagadnienia.

Przyklad I

(n+1)

Pokaza¢, ze twierdzenie I+2+3+..+n= 5 " jest prawdziwe dla

kazdej liczby catkowitej dodatnie;.

1+1)1 2 .
U+t 422 1=1, czyli

I. Dlan,=1twierdzenie ma posta¢ 1=—; 5

pokazaliSmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n poczatkowego

réwnego 1.
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II. Zakladam, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n, czyli zachodzi

(n+1)n

rOwnos¢ 1+2+3+..+n= Pokaze, ze z tego zalozenia

wynika, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n+1, czyli, ze

+2)-(n+1 , .
1+2+3 +...+n+(n+1)=(n)2# . Oznaczmy lewg strone rownania
. +2)(n+1 41
L=1+2+3+..+n+(n+1), natomiast prawa P:W. Jesli
S . +2)(n+1
pokaze, ze L=P, to udowodnie 1+2+3+~-.+n+(n+1)=(n)2#.
L=142+3+..+n+(n+1) - korzystajac roOwnosci
1+2+3+...+n:(n+21)'n , Ppodstawiam 1+2+3+...+n=(n+21)'n do
pierwszego rOwnania. Otrzymuje wiec, ze
L:1+2+3+...+n+(n+1)=(n+21).n+(n+1)=(n+l)(g+l):(n+l)éﬂ=P

Udowodnilem, ze L=P. Tym samym pokazalem, ze z tego, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla n wynika, ze jest prawdziwe dla

n+1.

Pokazalem wiec, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n poczatkowego
rownego jeden oraz, ze z tego, ze jest prawdzie dla n, wynika, ze jest
prawdziwe dla n+1. Udowodnilem twierdzenie dla liczb catkowitych

dodatnich.
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Przyklad IT

Pokazacé, ze dla liczb naturalnych n liczba §"—1 jest podzielna przez 7.

I. Pokazmy prawdziwo$¢ twierdzenia dla n poczatkowego, 7,=1. Dla
n,=1twierdzenie ma postaé: 8'—1=8—-1=7. Siedem jest podzielne
przez siedem, czyli twierdzenie jest prawdziwe dla

n poczatkowego.

II. Zakladamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n, czyli, ze liczba

8"—1 . Jest to rbownowazne z tym, ze 8'—1=7-k, gdzie k€C.

Z tego zalozenia wynika, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n+1, co
zaraz pokazemy. Twierdzenie to dla n+1 ma postaé: 8""'—1 jest

podzielne przez 7.

Jak wiemy: 8""'—1=8-8"—1 . Musimy teraz znalez¢ podobienstwo do
naszego zalozenia, aby moc z niego skorzysta¢. Jak wida¢,
w zalozeniu jest wyraz §', tak samo w twierdzeniu dla n+1.
Obliczamy 8" z zalozenia:8'-1=7-k < 8'=7-k+1. Podstawiamy

otrzymane wyrazenie do twierdzenia dla n+1:

88" —1=8-(7k+1)—1=7-8k+8—1=7-8-k+7=7-(8-k+1) . OczywiScie
iloczyn liczby catkowitej i siodemki jest podzielny przez siedem.
Tym samy udowodniliSmy, ze z zalozenia o prawdziwosci
twierdzenia dla n wynika prawdziwo$¢ twierdzenia dla kolejnej

liczby naturalne;j.
Na mocy indukcji matematycznej udowodnili$émy twierdzenie.
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Przyklad III

Udowodni¢, ze 2">n*dla n=4.

I. W zadaniu mamy jasno zadane n poczatkowe — n,=4. Pokazujemy

prawdziwos$¢ twierdzenia dla #,=4 . Twierdzenie ma wtedy postac:
2">pt = 2°>4% o 16=16- prawda. Twierdzenie jest prawdziwe

dla ny= 4 .
I1. Zakladamy prawdziwo$¢ twierdzenia dla n (n=4), czyli 2">n".

Pokazujemy, ze z prawdziwoSci twierdzenia dla n wynika

prawdziwos$¢ twierdzenia dla liczby nastepnej, czyli n+1:

2> (n+1)  2.2">(n+1)* - Korzystam z zalozenia: 27>, :

22">(n+1)" © 2:2"=2-n’>(n+1)* © 22">(n+1) & 2""'>(n+1)-

Wystarczy teraz, ze udowodnimy2-’>(n+1)’i tym samym
pokazemy prawdziwo$¢ twierdzenia.2-n’>(n+1)" © 2-n’=n’+2n+1
o n*~on>1 < n(n—2)=1. Dlan>4jest to oczywiScie prawda,
poniewaz dla n=4 lewa strona nieréwno$ci przyjmuje wartosé
4-2=8, natomiast dla wiekszych n ros$nie (poniewaz ro$nie

zarowno n jak i (n-2)). Udowodnili$my twierdzenie.

Zlote Mysli


http://matematyka-zbiory-liczby.zlotemysli.pl/mp.php
http://www.zlotemysli.pl/mp.php

kliknij po wiecej

Jak skorzysta¢ z wiedzy zawartej
w pelnej wersji ebooka?

Pozostale materialy wraz z obszernym zbiorem zadan i odpowiedzi

znajdziesz w pelnej wersji ebooka “Maturalne repetytorium
z matematyki: liczby i zbiory” .

Zapoznaj sie z pelnym opisem na stronie:

http://matematyka-zbiory-liczby.zlotemysli.pl

Zlote Mysli
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POLECAMY TAKZE PORADNIKI:

Psychologiczne przygotowanie do matury — Diana Baranowska

Poznaj sekrety, dzieki ktorym zdasz mature
zupelnie bezstresowo i przyjemnie.

'Psychologiczne przygotowanie do matury" zawiera zbidr
metod wywodzacych sie z NLP, zaprojektowanych z mysla
o specyficznej sytuacji matury. Jest to praktyczny
poradnik dla maturzystéw, powstaly w oparciu
o praktyke psychologiczna, przystosowany do
samodzielnego uzytku.

= - | "w E
Pr2AG oL oA e
domatury

| Ty moiesz zdat maturg

bez najmniejszego stresu! cim . . . .
Wiecej o tym poradniku przeczytasz na stronie:

http://matura.zlotemysli.pl

"Ebook na 6! Bylam spokojna a stres dodal mi tylko mobilizacji nie tylko
w czasie matur ale tez przez caly rok szkolny a metody wizualizacji przydaty
mi sie rowniez przed egzaminem na prawo jazdy."

Irena Lasonczyk studentka historii sztuki, psychologii
i teologii na Uniwersytecie w Passau (Niemcy)

Matura ustna z jezyka angielskiego — Karolina Halczuk

Egzaminator radzi,
jak dzieki prostym technikom
| skutecznie zaprezentowaé¢ swoja wiedze

Matura ustna
z jezyka angielskiego

POZKIM PODSTAWIWY

. .

Ebook "Matura ustna z jezyka angielskiego" napisany zostat
przez egzaminatorke, ktoéra co roku uczestniczy w ocenianiu
: uczniow podczas matury ustnej z jezyka angielskiego.
el Dlatego tez dowiesz sie co jest tak naprawde wazne dla
e ed  €gzaminatorow i na co zwracajg oni najwiekszg uwage.
raprezeniowac swoja wiedze.
Wiegcej o tym poradniku przeczytasz na stronie:
http://matura-ustna-angielski.zlotemysli.pl

"Polecam go maturzystom. Stanowi on Swietne kompedium wiedzy.
Korzystatam przy powtérkach no i... zdatam!"

- Ula D., 19 lat, maturzystka 2006

Zobacz pelen katalog naszych praktycznych poradnikow
na stronie www.zlotemysli.pl
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